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6. Allgemeine Problemstellungen

Mustererkennung

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer



6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Einfluss der Merkmalsraumdimension auf die Klassifikationsgute

Beispiel: Unterscheidung zweier Klassen, ¢ = 2.
m|a, ~ p(m|@) = N(M;p, ) =12 P(w1)=P(wp)=1

P(Fehler) = P(an) | p(m|@)dm+P(w;) | p(m| wz)dm

Ry

Bayes'sche Optimalentscheidung,
Entscheidungsfunktionen:

i (m) =~ (m ) =7 n ;)

Entscheidungsgrenze:

ki(m) =k (M) <

(Z_l(ul _HZ))T (m—%(lll +M2)) =0| ¢
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Unterscheidung zweier Klassen, ¢ = 2; Fortsetzung.

L(m) = FF’)((“’Z || r':)) _ E((m || “)2)) Likelihoodverhaltnis
o >
1 e Ty
L(m):(zﬂ)dlzlzll/ze){p{ 2(m ) E7(m Hz)}:

1 1 T -1
(27;)0”2|}:|1/Zexp[_2(m_ul) )X (m_ul):|

_ 1 _
- eXp[(uz —ny) ZTM S (g ) 27 (g —Mz)}
A(m):=InL(m) Log-Likelihoodverhaltnis

] 11
A(m)=(n,—n,) E 1(m—§u2 —§u1)=Am+b

Entscheidung, durch Vergleich von A(m) mit der Schwelle O:

w=w1 wenn A(m) <0 (L(m) <1) sonst & =w,
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Unterscheidung zweier Klassen, ¢ = 2; Fortsetzung

A entsteht durch affine Transformation des normalverteilten Zufallsvektors
m. = A(m) ist normalverteilt.

1
Erwartung: E{A(M) | w1} = E{(llz —py)' E-Im +§(ll2 +mp) E (g - )| 601}

1
= (np - ul)TZ_lE{m | 0)1}+ E(Hz tpg) 21y —po)
1

= —E(llz —p1)" 2y —py)

E{A(M) |w,}= +%("2 - )T r ("2 - lll)

. _ 1 _
Varianz: Va{A(m)|w}= Var{(llz ~m) E7m +§(l12 1) 7y - o) Cf)i}

(2 —m1)' ):_1Var{m | @i }Z_l(uz ~p)

(m2 1) =7 (mz —py)

1=12
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Unterscheidung zweier Klassen, ¢ = 2.
WDFen des Log-Likelihoodverhaltnisses:

A(M) o, ~N(A;-3s%,8%)  A(M) |, ~ N(A; 457, 5%)

Mahalanobis Distanz

s =l g —pa lln= /(2 —pa) 21 (mg — py) der Erwartungswerte

P(Fehler) = 3 P(A(M) > 0] @) + 5 P(A(M) < 0] ;) = P(A(M) 2 0] )

stexr{ (Azz )ZJdA

:iofexp( jdu
V27 ¢y 2

P(Fehler) >0 = Jedes weitere Merkmal reduziert den Fehler.
Hul_HZHm_)OO

= Je hoher die Dimension des Merkmalsraumes desto besser ! (?)
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

|Ideal: Mit jedem hinzu
kommenden Merkmal vergrof3ert
sich der Abstand zwischen den
Klassen und ihre ,Uberlappung®
wird geringer.

Beispiel:

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

Bemerkungen:

» Aussage stimmt nur im Idealfall, wenn die klassenbedingten WDFen
bekannt waren oder eine unendlich grol3e Lernstichprobe vorlage.

= |Im Realfall sind die klassenbedingten WDFen unbekannt und die
Lernstichprobe nur endlich grof3. Die Aussage ist dann falsch.
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Automatische Bewertung von gehonten Zylinderoberflachen

Gegeben: Katalog mit N = 33 Texturbildern, die beziglich ihrer Qualitat mit
ganzzahligen Noten n von 1 bis 10 bewertet sind (ordinale Klassenstruktur).

Aufgabe: Automatisierung der Bewertung von Hontexturen auf der Basis
dieses Kataloges.

Ansatz:

» Heuristisch und modellbasierte Def. von 25 Merkmalen: ¢={my,...,mx}

» Klassifikation durch Schatzung der Noten mittels linearer Regression
A=a'm mit kleinstem mittleren quadratischen Fehler.

» Merkmalsauswahl gemal3 Unterabschnitt 2.7.5

= Details: siene J. Beyerer, Analyse von Riefentexturen, VDI-Verlag 1994
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Automatische Bewertung gehonter Zylinderoberflachen

omp o

LB G N =33 & I L T ,
£ ! i id N Py wi v 4 3 # # F

T - bls” a8 ¥ i BN RN g e | it |

5" b i ) y i ] I

Schatzfehler

0 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26
Merkmalsanzahl d

Beobachtung: Wird die Anzahl der Merkmale erhdht, nimmt der Fehler
zunachst ab, nimmt dann aber mit wachsender Dimension d stark zu.

Anschauliche Erklarungen: (A) Jedes Merkmal tragt ,Nutzinformation® und ,irrelevante Information®. Ab
einer bestimmten Anzahl d kommt nur noch in den bertcksichtigten Merkmalen bereits enthaltene Nutzinfor-
mation hinzu, aber jeweils deren irrelevante Info sowie deren negativen Einfluss auf die Giite der Schatzung
der Parameter des Klassifikators. (B) Mit wachsendem d wird das Verhéltnis N/d immer schlechter.
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel: Intervallwahrscheinlichkeiten und Dimension d
Seim~N(m; i, 0?) = P(m-ulk20)=0,95

—> Der Grol3teil der Stichproben liegt innerhalb des Intervalls [z 20, 1 +20].

Seim~N(m; p, o?l),d>1

Bsp: d=2

P(lm—1y <20 A..A My — 4 |< 20) = (0,95)0 A 4o
Bsp: d=2
P(Imy — < 20A | My — u5 |< 20) = (0,95)2
~ 0,9
Bsp: d =100

P(l M — 1y |< 20 A ...A | Moo — t100 |< 20') ~ (0,95)100 ~ 0,0059
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- Der Grof3teil der Stichproben liegt aul3erhalb des Intervalls [1 20, 1 +20]°.
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Stichproben-Dichte und Dimension des Merkmalsraumes

|D1|=N; |D2|=N,

/

my [(£L213 -

Volumina: V; =H‘}':lsij Lokale Stichprobendichten: y; = N;/V;

o
Vi Ni  _ onstant < Nj=Nj(d)ocsd| mit 5 2=9/H?=1Sij

= gid
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Entscheidungsgebietsgrenzen und Dimension des Merkmalsraumes

» Entscheidungsgebiete im Merkmalsraum sind begrenzt durch

Hyperflachen (Dimension d-1).

» Die Grenzen der Entscheidungsgebiete sind durch Gleichheiten von

Entscheidungsfunktionen bestimmt: k,(m) = k;(m).

= Zur parametrisierten Beschreibung der Grenzen der Entscheidungsgebiete

werden i. Allg. mathematische Modelle f(m;0) =0 Gber einem Parameter-

raum ® der Dimension Kk > d benétigt.

= Die Parameter O miissen aus der Lernstichprobe D geschatzt werden.

Der damit einhergehende Schatzfehler beeinflusst die Gite der

Entscheidungsgebietsgrenzen.

» Welchen Einfluss hat die Dimension d des Merkmalsraumes auf den

Fehler der Schatzung der Parameter 0 ?

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Entscheidungsgebietsgrenzen und Dimension des Merkmalsraumes

c=2

d=2 k=2

= Gerade iy

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

k>d
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Mehrdimensionale Cramer-Rao-Schranke (CRB) fUr erwartungstreue

Schatzer (klassische Statistik), ohne Beweis:

D={my,..my}

Beobachtungen m; i.i.d.

0=(6.,...6¢) aus Lernstichprobe schatzen —0=(4,,...,6;)

Fishersche Informationsmatrix;

J(6)=E{ (Vo In p(m|0))(VyIn p(m|6)" |

1

Es gilt: Cov{8(D)} ">" NJ_l(O) im Sinne von:

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer

aTCov{ﬁ}a > %aTJ_l(B)a Vo e RK

tr{Cov(6)} > %tr{\] “(0)}

Details siehe z.B.: J. Beyerer: ,Verfahren zur quantitativen statistischen
Bewertung von Zusatzwissen in der Messtechnik“ VDI-Verlag 1999

Mustererkennung
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel zur CRB: m ~ N(m;u,azl) 0 := u unbekannt, o2 bekannt
In pm|p) = - M- Tm-pw)-3in2z—Imo2 1)
202 2 2
1
Vy In p(m|w = (m-p)
O

(Va0 p(m 1))V, 10 p(m 1) = (m— ) m )T

1 1 1
E{(VuIn p(mI ) (VI p(m|u))T}=?E{(m—uXm—u)T}:9021:?1
J(n) = o2
J1(n) =o?l

tr{J-1(p)} = ko2
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Beispiel zur CRB: m ~ N(m;u,azl) 0 := u unbekannt, o2 bekannt

D ={my,..., my }, Beobachtungen m, i.i.d.

Summe der quadratischen stochastischen Schéatzfehler:

tr{Cov(0)} = tr{Cov(ji)} > N

ko2

,Volumen des Spats” der stochastischen Schatzfehler:

Ergebnis:

| k
Jicov@® | = Icov@l > I3 @)1= T
tr{Cov(0)} > %tr{ J-1(0)} -

Prof. Dr.-Ing. Jurgen Beyerer
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Komplexitat:

Beispiel MAP-Klassifikation (Bayes'sche Klassifikation) bei normalverteilten
Merkmalen

Lernen ) ]
Schatzzung:
O(dl\‘!) O(d“N) | O(cd2N)
Inversion:
~0(d24) O@) O(d2) O(N)
J
/_A_\ ( A N - N A A 4 - R
ki(m):—;(m—ﬁi)Tﬁi—l(m—ﬁi)—gInZﬂ—;In|>f.i +InP(@)  i=1..c
g — NG .~ - N\ N/ J
0(d?2) 0(1) O(cd?)

Klassifizieren
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6.1. Dimension des Merkmalsraumes

Zusammenfassung:

Dimension des Merkmalsraumes: d T =

= Wahrscheinlichkeit fiir Intervalle ,konstanter Lange*: P {

= Parametrische Dimension der Gebietsgrenzen im Merkmalsraum: k T

= Stochastischer Gesamtschatzfehler der Parameterschatzung: Fehler T

= Dichte der Stichproben im Merkmalsraum: <

= Komplexitat T

Prof. Dr.-Ing. JUirgen Beyerer Mustererkennung
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6.2. Uberanpassung (Overfitting)

Beispiel:

Breite
224 Lachs Wolfsbarsch
2 v
20t » * .
19f e

. -
18F *

] [ ]

17t L.
16 ¢ -
15
14 | ' ' - + Helligkeit

Wolfsbarsch
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Breite
224 Lachs Wolfsbarsch
2" 3 [ ] =t L ]
201 « " u
jof T
sk o
7 .
]
l6F »
15t
]
4 »Helligkeit
2 4 & 1o

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart,
D. G. Stork: Pattern Classification
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6.2. Uberanpassung (Overfitting)

Beispiel: Approximation von Daten durch eine Funktion
Gegeben: Datensatz mit 10 Punkten {(m;, f(m;), J=1,..., 10}

erzeugt mittels: f(m) = azm2 ram+ag+e, e~ N(e;0, 02)
g-1 .
Hypothesenfunktion: h(m) = > a;m'

1=0

soll f(m) moglichst gut approximieren.

Modell mit Grad g = 10 approximiert
perfekt die gegebenen Daten.

—-— O - o S M M SN S B MEE M e EEe SEe M e e e e s ol

Quelle: R. O. Duda, P. E. Hart, D. G. Stork: Pattern Classification

Occam's Razor (Ockhams Rasiermesser)*:
Man bevorzugt die einfachste, mit den Daten konsistente Hypothese.

* William von Ockham, englischer Philosoph im 14. Jahrhundert
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6.2. Overfitting

Faustregeln:

= Je kleiner die Stichprobe, desto einfacher sollte auch das Modell
gewahlt werden.

= Je grol3er die Anzahl der Parameter des Klassifikators, desto grof3er
muss die Anzahl der Lernstichproben sein.
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